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1 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

1.1 Spiegelungen an den Koordinatenachsen

i
(1) Spiegelung an der x-Achse: b |
3..
Esqilt: xX=x undy’ =-y. |
Die x-Koordinate andert sich nicht, A
die y-Koordinate andert ihr Vorzeichen.
Die Abbildungsgleichungen kann man so darstellen: o 1
-1+
{X' - } oder geordnet: {X' =1-x+0- y} 21
y'=-y y'=0-x-1y
1 0 1
In Vektorschreibweise: X'=x-| _|+y- a4
0 —1 \
In Matrixschreibweise: X = 10 X
y') \0 1) 1y

5)\

Beispiel: (C(S | 4) soll an der x-Achse gespiegelt werden. Sein Ortsvektor ist ¢ = [4

Bildpunkt: &' =5- (g] +4. (PJ - (gj ¥ (_04) - (i)

. ~, (1 0) (5| (1-5+0-4\ (5 . 3
Oder: c_(o _1) (4)_(0_5_1_4)_(_4) = C'(5]-4)
QB liegt auf der Spiegelachse und ist daher ein Fixpunkt: B'=B j
(2) Spiegelung an der y-Achse: (" . iE ¢
Esgilt: y'=y und x'=—-x 4
Das Vorzeichen der x-Koordinate &ndert sich. A=t A
Die y-Koordinate bleibt unverandert: 2
\ s
X'=-x X'=-1-x+0-y ¢
{y-=y } oder {y.: O.x+1'y} \77 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 & 7
: . =, -1 0
Vektorschreibweise: X'=x- 0 +y- 1

Matrixschreibweise: X _ (=10} (%
y' 0 1) \y

Beispiel: fB(? | 1) soll an der y-Achse gespiegelt werden. Sein Ortsvektor ist b= (7j \

1
o 5:7(3)(3)-(3)3)-
o Q) = e

Weitere Beispiele

a) (3 | _5) Sp.: x—Achse (3 | 5) , b) (—8 | 3) Sp.: x—Achse (—8 | _3)
C) (3 | _5) Sp.:y—Achse (_3 | _5) d) (—8 | 3) Sp..y—Achse (8 | 3) )

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



21212 Achsenspiegelungen 5
1.2 Spiegelungen an der Ursprungsgeraden a: y = mx
Information: Eine Geradenspiegelung kann man auf verschiedene Arten berechnen:
1. Méglichkeit:  Durch die Gleichung X'=x-U+y-V.
Man entnimmt der Achsengleichung zwei Paare Punkt/Bildpunkt
(aber nicht den Ursprung) zum Einsetzen. Damit berechnet man u, v .
\_ (Man kann diese Vektoren natlrlich auch anders bezeichnen.)
4 . N
2. Méglichkeit:  Durch die Gleichung %' = | ©°5(2%) sin(2a) )2
sin(2a) —cos(2a)
Dabei ist o der Steigungswinkel, den man aus der Geradensteigung m
so errechnen kann: tano=m = a=tan"'(m)
Diese Formel wird auf Seite 6 hergeleitet.
- J
Beispiele zur 1. Methode:
Beispiel 1: Bestimme die Gleichung einer Spiegelung an der Geraden y =2x
Zum Einsetzen verwende ich z. B den Fixpunkt F(1]|2) auf der Achse und den Punkt A(-2|1) mit
seinem Spiegelbild A'(1]-2).
‘ )
Ansatz: X'=x-U+y-V 3_v
F einsetzen: (1j:1-ﬁ+2 % (1 2 F
2 ~L
~_A
2 T W |
A, A' einsetzen: =-2-U+1-V (2) L™ x
-1 . + == + 2 ‘; -
11 \\‘“Aal
Elimination von G durch 2-(2)+(3) S
. T 8 Spie_qelungs-
4 4 -
=0-G+5-V — v=|5% Richtung "~
3 2 ad
J

Einsetzen in (2):

Ergebnis:

Hinweis:

Abbildungsgleichungen der Form: X'=x-u+y-v+w.

Fir eine Spiegelung an einer beliebigen Geraden verwendet man die

Geht die Spiegelachse durch den Ursprung, dannist w =0 und die

Abbildungsgleichung lautet X'=x-U+y-V.

Da ist dann bereits enthalte, dass der Ursprung ein Fixpunkt ist.

Daher kann man diesen nicht mehr zum Einsetzen zur Berechnung von 4, v nehmen.

Friedrich Buckel
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Beispiel 2: Bestimme die Gleichung einer Spiegelung an der Geraden y = -1x

Ich verwendet den Fixpunkt

das Punktepaar:

Ansatz:

F einsetzen:

A, A' einsetzen:

Ergebnis:

F(1]2) und
A(112) - A'(-1]-2):

-

[
¥ i \
/

!
Spieqeiungsﬂichtung
f

¥y

Beispiel 3: Bestimme die Gleichung einer Spiegelung an der Geraden y = 2x

Ich verwendet den Fixpunkt

das Punktepaar:

Ansatz:

F einsetzen:

A, A' einsetzen:

2.(1)+3-(22)

In (1):

Ergebnis:

Kontrollbeispiel:

Oder mit der Matrix:

F(3]2) und

A(-2]3) > A'(2]-3):

X'=x-U+y-V

3 ~ -

(2 =3-u+2-v (1)

2

(_3j:—2 u+3-v (2)

(12j:13.v - vz[jéJ
13

355 s _

(2]:3-u+2-(_%J = 3u—(

Abbildung von A(-2|3) ergibt A'(2]-3)

(TN LT B
\‘ 3t
Spiegelungs- 21
Richtung \ F
N1
N\
\ X
) \\ 2
-1 \\
Achse a %
-2 \
\ [}
NI
\_ NI/

N——
|
VR

(RN
als 3
N—

[
VRS
38 3la
N——

[t}

[
VR
3% sl
N—

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



21212 Achsenspiegelungen 7

Beschreibung der 2. Methode:

cos(2a) sin(2a)

X entsteht durch eine Verkettung von drei
sin(2a) —cos(2oc)j 9

Die Abbildungsgleichung x'= (

Abbildungen:

(1)  Man dreht die ganze Anordnung um den Winkel —a., so dass die Spiegelungsachse a
auf die x-Achse fallt. Dabei geht der zu spiegelnde Punkt P in Q Uber.

(2) Dann spiegelt man Q an der x-Achse nach Q'.

(3) Danndreht man Q' um den Winkel a zuriick. (Dabei wird die urspriingliche

Spiegelachse wieder in ihre Anfangslage gebracht).

AY

Das ist die Verkettung
dreier Abbildungen mit
der gleichen Wirkung
wie die Spiegelung an a.

Das ist die gesuchte
Spiegelung von P an
der Achse a.

Erzeugung der Geradenspiegelung durch Verkettung von drei Abbildungen:
Drehung Spiegelung NaX Ml ] Rick-Drehung . p1( ! '
P(le) —a Q(UlV) an der x—Achse 'Q (U |V) 04 "P (X |y)
1. Schritt: Drehung von P(x |y) um O um den Winkel —o. nach Q(u|v) durch
u\ _ cc?s(—a) —sin (-a)) (x — (Y- co§a sina.| (x denn sin(-a.) = -sina
v sin(-a) cos(—a) y \% —sina cosa) \y cos(—a) = cosa
2. Schritt: Spiegelung von Q(u|v) an der x-Achse nach Q'(u'|v') = (u]-v).
u'=u . u' cosa Ssina X
W) e (GG el ()
v'=-v v sina —cosa/ \y
3. Schritt: (Riick-) Drehung von Q'(u'|v') um den Winkel o nach P'(x'|y").
x') [cosa —sina . u'
y'] \sina cosa/ \v'

. x' cosa —sina| [coso sina X
Einsetzen: d=1 . - .
y sino. cosa sina —cosa/ \y

\ 2 2 .
Multiplikation: (x‘):(cos a-sin“a 2sina-cosa j(x)
y

. . 2 2
2sino-coso sin” o —cos” a y

Umformung: (x) _ (cos(Zoc) sin(2a) ](Xj - {sin(za) =2-sina-cosa }

y sin(2a) —cos(2a) )\ 'y cos(2a) = cos” a. - sin’ o

Dies ist die Abbildungsgleichung flr eine Spiegelung an g mit dem Steigungswinkel o

Die Klammern um 2a werden oft weggelassen

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Anwendungsbeispiele der 2. Methode (Matrix-Methode)
X'} ([cos2a sin2a X
y' ~\sin20. —cos2a y
Spiegelung an der x-Achse: Steigungswinkel o = 0°
(x')_ cos0° sin0° (x)_(’] Oj (x) - {x'zx }
y' sin0® —cos0° ) \y 0 -1 \y y'=-y
Spiegelung an der y-Achse: Steigungswinkel o, = 90°
(x') cos180°  sin180° (x) (—1 Oj (x) {x' - —x}
, = . o o . = . = ,
y sin180° —cos180°) \y/ (0 1) ly y'=y
Spiegelung an der Winkelhalbierenden y = x: Steigungswinkel o, = 45°
(x') cos90° sin90° (x) 01 (x) {x‘ = y}
L} = . (o] o] ' = ' @ L}
y sin90~ —cos90 y 10)\y y =X
Spiegelung an der Geraden y = 2x.

Die Losung mit dem Einsetzverfahren steht auf Seite 5.

Fir die Abbildungsmatrix bendtigt man den Steigungswinkel o, sowie sin2a und cos 2a

((a) Die Verwendung eines Taschenrechners liefert eventuell nur Naherungswerte. \
Zuerst muss man den Steigungswinkel der Spiegelachse ermitteln. Dazu muss man wissen, dass der
Anstieg m einer Geraden der Tangens des Steigungswinkels ist: tanoa =m also tana=2.

tant 2
Daraus folgt der Winkel durch o = tan™(2) ~ 63,4° 63. 45494882

Das Problem liegt fiir Anfénger darin, dass sie nun mit diesem gerundeten Wert die benétigten Zahlen

sin(2a) und cos(2a)) berechnen. Dann erhélt man eine ziemlich unbrauchbare Matrix.

Die Lésung des Problems liefert eine Taschenrechnerfunktion ,ans®. Sie gibt das zuletzt berechnete

Ergebnis aus. Hat man also durch tan™ den Steigungswinkel berechnet, dann kann man seine exakte

Grofe durch ,ans” wieder aufrufen und daraus sin(2a) berechnen: tanT 2
] (2XAns?3 . 43494882
Jetzt kennt man den genauen Wert 0,8. i 0.8

Etwas umstandlicher wird es, den exakten zweiten Wert, hier also cos(2a) zu berechnen.

Denn jetzt befindet sich nicht mehr der Winkelwert in ,ans” sondern die 0,8. Man kann den

Kosinuswert z. B. mit dem trigonometrischen Pythagoras berechnen: tanT 2
] (2xAnS§s3.43494882
P02 2 2 sin
sin®(2a)+cos®(2a)=1 = cos(2a)=+1-0,8° =...=0,6 0.8
ﬁQET) Jl—Ans2 06

Hier fehlt allerdings das negative Vorzeichen, weil diese Rechnung nicht beachtet,

dass 2a im 2. Feld liegt und dort die Kosinusfunktion negative Werte liefert.

, (x) (cosZcx sin 2o (x (-0,6 o,s) (x) {x-:_o,6x+o,gy}
Ergebnis: = . . = : oder ,
y' sin2a —cos2a/ \y 0,8 0,6/ \y y'= 0,8x+0,6y

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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((b) Zur Berechnung exakter Werte ohne TR verwendet man )
trigonometrischen Formeln

Der Trick besteht darin, ohne die Kenntnis von o direkt die bendtigten Zahlen sin(2a.) und cos(20.)
zu berechnen. Man bendtigt die Kenntnis, dass tana =m ist.

Zur Umrechnung von tana auf sina und cosa gibt es diese Umrechnungsformeln:

tana, m 1 1
+ =1 + =t
Ji1+tan®a J1+m? J1+tan?a, J1+m?

Dann allerdings muss man noch auf den doppelten Winkel umrechnen, und zwar durch

.

sina = und cosa =

|sin2a. = 2-sino.- cosa und lcos2a. = cos? o —sin® o

Die Rechnung mit Zahlen:

Gegeben ist die Spiegelachse y =2x. Daraus folgt: tana=m=2 also o =tan™ (2) ~ 63,4°

. tana 1
Die Umrechnungsformeln lauten: [sina = +——— cosa = t———
V1+tan®o, J1+tan®a

m 2 11
V1+m? 5 1+m? 5

Da unser Steigungswinkel o, im 1. Feld liegt, kann man = weglassen!

Es folgt sino =+

2 2 1
Also folgt: sina = =— und cosa=—
J1e22 B V5
Umrechnung auf den doppelten Winkel:
|sin20 = 2 sina.-cosal = 2. 2. 1 :i:0,8
V5 V5 5
lcos2a. = cos? a —sin®a = 1.4_.3_ -0,6
5 5 5
. x' cos2a sin2a X -0,6 0,8) (x
Ergebnis: =" 5 = .
y' sin2a —cos2a/ \y 0,8 0,6/ \y

Tipp fur Lehrer:

Zum Erstellen von Aufgaben sind diese Formeln sehr nitzlich. Durch Einsetzen entsteht:

2-tana 1-tan’
sin(20) =————— und cos(2a) = —za
1+tan” o 1+tan” a

Zusammen mit einem CAS-Rechner sind so schnell Aufgaben erstellt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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@ [Welche Gleichung hat die Spiegelung an der Geraden a: y = —%x ]

Die Losung mit dem Einsetzverfahren steht auf Seite 5.
a K]
Ansatz: %= cqua sin2a % Spiegelungs-
sin20 —cos2a Richtung
2t/
r /
Methode mit Taschenrechner. 4 =
!
! x
Aus tano=-1 = o=tan"'(-4)~180° -26,6° =133,3° 2 0 2 1
ff A
folgt: sin2a = -0,8 tant -0.5 / Ach
J on -26.56505118 /o2t TN
Und cos2o = —0,6 sin (2xAns) -0.8 /
J1-Ans? ,"
0.8 /
Methode mit trigonometrischen Formeln:
Die Steigung ist zwar tano.=m=-1<0
. tana 3 3 3 1 . i
sina = = =—== =— (im 2. Feld positiv)
J1+tan?a \/1+% \E %x/g 5
! ! =— ! = 2 (im 2. Feld negativ)
1 1 \/g

cosa = —

1.2

Doppelter Winkel: |sin2a. = 2-sina-cosa|=|-| 2- —=
E' ==
i 1) __3_ 0,6

a2 _cin2al (4
lcos2a = cos? a —sin®al E[(s =

\/1+tan2(x__\/1+m2 J1+

5

Die Vorzeichen ergeben sich hier nicht aus der Rechnung, Sie missen angefligt werden,

denn sin266° <0 und cos266° <0

10,8 -0,6

Ergebnis: X' (0’6 0’8))?

www.mathe-cd.de
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@ Bestimme die Gleichung einer Spiegelung an der Geraden y =2x

Die Lésung mit dem Einsetzverfahren steht auf Seite 5.

a Ed

Ansatz: o (cquu sin2a. )f( v Spiegelungs-
sin2o. —cos2a Richtung
2t
Methode mit Taschenrechner. A > ‘
L
!
- 2 ! x
tano=m=2 = a=tan’(2)~337° |tan” [3] 2 | o 2 i
33.69006753 / A
. 12 sin (2xAns) f.r 1
folgt: sin2a = 35 % / Achse ax|
2
Fi
Und cos2a = % J1-Ans? . A
| !
13 /
Mit trigonometrischen Formeln:
2 2 2
sing=—an% ___ 5 _ .3 __5 __2 (im 1. Feld positiv)
VittanZa  J1+8 B 13
1 1 1 1 3 . o
cosa = = =—-= =— (im 1. Feld positiv)
Vetan?o f1+¢ 8 V13 V13
2 3
Doppelter Winkel: [sin2a =2-sina.-cosa| =2
NERED

lcos2a = cos? a —sinal =

5
Ergebnis: X'= x(}g] (
13

H
|

wl‘-" w|w

Friedrich Buckel
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1.3 Identifizierung einer Abbildung als Geradenspiegelung (1)

Man untersuche diese Merkmale:

(1) Die Matrix einer Geradenspiegelung hat diese Formen: M= (E —baj .

Das heil3t: In der Hauptdiagonalen stehen zwei gleiche Zahlen, und die in der Nebendiagonalen
unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.
(2) aund b sind Sinus- bzw. Kosinuswerte und missen daher Zahlen des Intervalls [ -1;1 ] sein.
(3) Und der trigonometrische Pythagoras muss erfiillt sein:

a’+b% =1 das heift  sin®(2a)+cos®(2a) =1

Dann kann man identifizieren: a=cos(2a) und b =sin(2a):

% (cos(Zoc) sin(2a) j)"(

- sin(2a) —cos(2a)

In dieser Form wird an einer Ursprungsgeraden gespiegelt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Rechenbeispiele

Um was fiir eine Abbildung handelt es sich bei f: X'= (

(NN
[N
w
|
[N

Losung: Die Form der Matrix passt zur Geradenspiegelung M= (ﬁ —baj .

Alle Zahlen sind aus dem Intervall [—1 ; 1], also kénnte gelten:
cos20 =1 und sin2a =71+/3. Das passt genau zu 20 =60° = o =30°]1

Der Kenner weif3, dass dies der Steigungswinkel der Spiegelungsachse ist.

Diese hat daher die Steigung m =tan30° = %\/5 und die Gleichung y =2+/3-x

Man kann die Spiegelungsachse, also die Fixpunktgerade auch berechnen, wenn man keine
Winkelberechnung durchgeflhrt hat:

Fixpunktbedingung: X'=X
3 3B 5 s
d. h. . . X
V3 1
1 1\/5
Vektorschreibweise: x|, 2 J+y~(2 J:(X)
sl (236
Ix+13y =
Gleichungssystem: {§x+2\/1_y X}
5\/§X—§y=y
0= 1 -1J3 3
Rechts zusammenfassen: ﬁx 32\/_y 3
0=-—2V3x+3y
0= 1V3x-3y
O:—%x/§x+%y
Beide Gleichungen sind identisch: 0= Z+3x-3y

Eine Gleichung mit 2 Unbekannten hat unendlich viele Losungen:

Zu jedem x € R gibt es einen passenden y-Wert.

Das heildt, dass das Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat.

Stellt man diese Fixpunktgleichung um, erkennt man die Form einer Ursprungsgeraden:

Wi 1
y=3v3-X

Sie hat die Steigung m=1+3. Undwegen tana=m = tana=1v3 = «=30°

Ergebnis: Die gegebene Abbildung ist eine Spiegelung an der Geraden y = % 3-x.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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_3 1
Um was fur eine Abbildung handelt es sich bei f: X'= [1 47 4 ;ﬁJ - X
z z
Losung: Die Form der Matrix passt zur Geradenspiegelung: M= (g —ba)

Alle Zahlen sind aus dem Intervall [-1; 1], also kénnte gelten:

cos(20) = -2 und sin(2a)=%«/7.

Die Kosinusfunktion hat im 2. und 3. Feld negative Werte. Die Sinusfunktion hatim 1. und

2. Feld positive Werte. Also liegt im 2. Feld die Schnittmenge:
Fir den Hilfswinkel 2a.' mit sin(2a')— 1\/7 gilt im 1. Feld: 2a'= 41,41°

T4

sint (J7+4)
Daraus folgt fir das 2. Feld: ~ 2a =180° — 20" = 138,59° 180-Ans 140962211
g o Angs2 138.590377¢
nd: o ~ 69,30 s 69.2951889¢
tan Ans

Der Kenner weil}, dass dies der Steigungswinkel der Spiegelungsachse ist.

2.645751311

Diese hat daher die Steigung m =tan69,30° ~ 2,65 und die Gleichung y = 2,65x

Man kann die Spiegelungsachse, also die Fixpunktgerade, auch berechnen, wenn man keine
Winkelberechnung durchgefihrt hat:

Fixpunktbedingung: X'=X
_3 1
d. h. (1 4 4\3/7})‘(:)?
iNT %
_3 1
Vektorschreibweise: x-(1 4 J+y~(4\3ﬁjz(xj
7 ¥ y

Gleichungssystem:

d.h. {ﬂz | -<—4>}

Beide Gleichungen fiihren auf y = J7 - x d.h. y~265-x (siehe oben).

Eine Gleichung mit 2 Unbekannten hat unendlich viele Lésungen:

Zu jedem x € R gibt es einen passenden y-Wert.

Das heifdt, dass das Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat.
Die Gleichung stellt die Fixpunktgerade, die Spiegelungsachse dar.

Ergebnis: Die gegebene Abbildung ist eine Spiegelung an der Geraden y = J7 - x.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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_ %(\/5—«/5) %( 6 + 2)
Um was fir eine Abbildung handelt es sich bei x =
%(x/6+x/§) —}( 6 - 2)
.. . . . . . . , cos2a  sin2a
Loésung: Die Abbildungsmatrix hat die Form einer Spiegelungsmatrix:
sin2a —cos2a
mit cos(20) = %(\/5—\/5) >0 und sin(2a)= %(\/§+\/§) >0
Kontrolle: sin22a+coszza_i6<\/_ «/_) iG(\/é+«/_) :is[ 6- 2412 +2+ 6+ 2412 +2]
=1.16=1
16 sint ((J6+J2)+4) .5
Man erhalt den Winkel 20 im 1. Feld: 2a=75° = a=37,5°. |tan (Ans+2) . coss

Daraus folgt fiir die Spiegelungsachse:

Sie hat also die Gleichung:

Spiegelung zweier Punkte:

A(JE|—J§)—>A'(—2|2)
B(2|2) > B'(v612)

Berechnung mit CAS:

e A
Y
A Q\ 2T BQ
\ ‘e
Lyl B
Y
i i + \\‘ o 4 4 x:
-3 -2 -1 1 2 3
A%
\\
d
4 N
-2 \.
e J

m = tan 37,5° ~ 0,767

y =~ 0,767x

£+ Edit Aktion Interaktiv

051 |&’J"|jax:||51ml’|fix?|‘|'w'|‘

1 [VE-V2 V62 Hﬁ
4|Ve+'2 —VB+V2

-(V6:(V6+/2)—v2-(vV6-v2)) |
4

V6. (V6-v2)+/2-(VB+V2)
4

simplify (ans)

1[V6-vV2 Ve+/2 “2]
1|Vve+V2 —VEe+/2

2.(VB+V2)+2:(¥B—v2) ]
4

2-(V6+/2)-2-(V6-v2)
4 !

simplify (ans)
/51
V2|
0
Algeb  Standard  Reell 360° Lo

Friedrich Buckel
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1.4 Spiegelung einer Geraden an einer Achse

Beispiel 4 Spiegle A(-3|4) und B(1|-3) an der Geraden y =2x.
Konstruiere die Bildpunkte und berechne deren Koordinaten.

Zeichne die Gerade g = (AB) ein, sowie deren Bildgerade g'.
Welche Gleichungen haben gund g'?

Losung:  Auf Seite 7 wurde hergeleitet: ; 1 /
x'\ _(-0.6 0,8) (x A 4
y') \08 06 \y ' A
Bildpunkt von A(-34): - \ i 7/
4 _(-0608) (-3)_( 18+32)_(5 g | |
108 06)(4) \-24+24) (0 R L | 1 NA

Also: A'(5]0) gt T Pl LS

Bildpunkt von B(1]-3): V..

-85 82)(J)-(%53)-0) VA

Also: B'(-3|-1)

Gleichung von g: Steigung m, =—L= =__

Punkt-Steigungs-Form: y-4=-1(x+3) => y=-Ix-2'+4
Ergebnis: y=-Ix-%
. . Ay 0—(—1) 1
Gleichung von ¢g': Steigun m,=—2= —
gvon g gung 5 ()8
Punkt-Steigungs-Form: y-0=%(x-5) = m

Achtung: Man kann die Gleichung von g' direkt aus der Gleichung von g berechnen.
Dazu muss man die Abbildungsgleichung nach x und y umstellen und einsetzen:

Zur Berechnung eines Bildpunktes aus dem Urbild verwendet man y'= 0,8x+0.6y

Da man mit derselben Spiegelung aber auch wieder zum Urbild zurickfindet, gilt fir die
x =-0,6x"'+0,8y"
y= 0,8x'+0,6y'

{x' =-0,6x+ O,Sy}

Berechnung des Urbildes aus dem Bildpunkt analog: {

Wir verwenden diese Gleichungen zum Einsetzen in die Gleichung von g:

= —7x -4 Spledelnd , () 8x'+-0,6y'=-%-(-0,6x"+0,8y")-5 |4

3,2x'+2,4y'=4,2xX'-5,6y'-5 < 8y'=x'-5

Daraus folgt g': y'=34x'-3

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Fir Interessierte:

Berechnung der Bildgeraden mit dem CAS-Rechner Tl Nspire

x'=-0.6 x+0.8 y ] "Fehler: Argument muss Variablenname ssin. "
solve ,{x,}'}
/=0.8 x+0.6
N | x=-0.6' (a-1.33232 1) and y=0.8 (a+0.75 1)
b=0.8 x+0.6"y
a=-0.6 x+0.8 y ] (3 a-4p) 4-q+3 b
solve — d =
({b08x+06}{}} * . T
7y (3 a-4 b) gy kard 4a+3b 2l'a 7b 5
y=—- x——=———and y=——— _— -_—
4 4 5 5 5 20 5 4
(4a+3b_21'a Tb 5 a-5
solve| —— -——b h=——
5 20 5 4 8

Erklarungen:
Diese Berechnung eines Anfangers zeigt, wie man es eigentlich nicht machen sollte.

1. Zeile:

2. Zeile:
3. Zeile:
4. Zeile:

5. Zeile.

Der Versuch, die Abbildungsgleichungen in dieser Form einzugeben scheitert,
offenbar akzeptiert Nspire x' und y* nicht.

Ich verwende a statt x' und b statt y*. Die Umstellung gelingt.
Um Bruche statt Dezimalzahlen zu erhalten andere ich die Voreinstellung auf ,,Exakt”.

Einsetzen der umgestellten Abbildungsgleichungen in die Geradengleichung.
Hinter den Bedingungsstrich schreibe ich Ans, d. h. die letzte Antwort soll verwendet
werden. Man erhalt nun die Geradengleichung mit b und a.

Diese Gleichung wird nun nach b (an Stelle von y‘) umgestellt.
Das Ergebnis lautet: y'=3x'-

Die LOsung eines ,Konners" ist kiirzer. Er weil3, dass die Spiegelungsgleichungen auch fir die
Umkehrung verwendbar sind, also nicht — wie in der 3. Zeile — erst berechnet werden mussen.

Die Bildpunkte werden mit P'(a|b) bezeichnet.

© Abbildungsgleichzungen in die Geradengleichung sinsetzen:
-7 5 5
y=— x—=[=-0.6"a+0.8 band y=038 a+0.6 b 0.8 a+0.6-b=1.05ag-1.4 b——
4 4 4
5 a-5 V1 5
solve|0.8-@+0.6 =105 g-1.4- b——b b=— | & Y =gX—3
4 3

Eine zweite Methode verwendet die Abbildungsmatrix:

1. Zeile:

2. Zeile:

3. Zeile

Man bildet den beliebigen Geradenpunkt Jos 08|, " . "='_2'x‘31
P(x|-%x-%) ab. Der Bildpunkt heikt P'(a|b). M {o 8 0.5} —x-= b=i—z
a =-2x -1 wird nach x umgestellt. solve(a=-2x-1x) . {a+1)
2
Damit wird x in b = -1x -3 ersetzt. b=i-x—3pc='[“+1] a5
Das Ergebnis ist y'=4x'-2. 4 4 2 8 8

Friedrich Buckel
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Beispiel 5 Die Achse a schlieBe mit der x-Achse 30° ein und geht durch den Ursprung.
Berechne ihre Gleichung.
Dann werden die Punkte A(4]0)undB(-2|2) sowie die Gerade g = (AB) an
der Achse a gespiegelt.
Berechne die Koordinaten von A’ und B* sowie die Gleichung der Bildgeraden g'
sowohl aus A’ und B‘, wie auch direkt aus der Gleichung von g.

Loésung:
~ v a
Die Ursprungsgerade mit dem Steigungswinkel o = 30° 4
hat die Steigung m = tan30° = 1/3 und daher die Gleichung 3 \'ﬁ\‘ 2
g \
a: y=1vJ3-Xx B\ 21 \
\ i
Spiegelung an a: L URY
-, [cos60° sin60° ) . - 4 LE —— : :
v X bzw. x=| z_ 2V | 302 -1 233\5\
X (sin60O —cos60°j X bzN- B [%ﬁ _%J X X, _
-2
11
Spiegelung von A(410): é':(1 2 2@}(8):(2\/7) 3
ENCEE 2V3 \_ W
Bildpunkt: ~ A'(2]2V3) ~(23,46)
. S (1 IBY) (—2) (-1+443
Spiegelungvon B(-2]2): b'=| 2_ 2 ( j:
piegelung (-212) (%ﬁ_% 5 [_£_1
Bildpunkt: B'(JE ~1|-3 _1) ~(0,73]-2,73)

Gleichung der Geraden g = (AB): m_ = % = 40 E 22) = %2 = —%
X — | —
y

Punkt-Steigungsform: y-0=-{(x-4) < g

Gleichung der Geraden g'=(A'B'):

_Ay_2@—(—@—1)_3\/§+1_3+ﬁ_9\/§+9+3+\/§_10\/§+12_5\E+2
- -3

m,=—= = =
oA 2-(V3-1) 3-8 3443 9-3 6
Punkt-Steigungsform: y'—2\/§=(§\/§+2)-(x'—2) =S
Bildgerade: g': y'=(§\/§+2)-x'—§\/§—4

Die Darstellung zeigt, dass sich g und g' auf der Achse a schneiden. Das ist immer so, denn

die Achse besteht aus lauter Fixpunkten (Achse = Fixpunktgerade). Daher wird dieser Schnittpunkt
bei der Spiegelung an a auf sich abgebildet. Also muss auch die Bildgerade durch ihn gehen.

Nun I6sen wir die Aufgabe so, dass wir die Gleichung der Geraden g mit Hilfe der
Abbildungsgleichungen berechnen.

Man muss die Abbildungsgleichungen nach x und y umstellen, also die Gleichungen der

Umkehrabbildung berechnen. Da sich eine Spiegelung quasi selbst umkehrt (zweimal an a spiegeln
fuhrt wieder zum Urbild zurlck), muss man nur die Bezeichnungen andern und muss nichts rechnen:

1 1 L 1 . —Iy'y 1 VA
)”(':( 2 2J§].(Xj = {X _2X+2\/§ y} bzw. umgekehrt: {X 2X+2\/§ y}
y

EACHE y'=3V3-x-1y y=3V3-x'-3y

Diese beiden (roten) Gleichungen setzt man also in die Gleichung von g ein:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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g y=—3x+3% geht Gber in V3 - x'-1y'=-1 %x‘+%\/§-y')+§
Umformen: 3 3~x'—%y'=—%x'—%\/§oy'+§
Briiche weg: %\/5 y'—%y':—%x'—%\@ X'+3 | -6
Zusammenfassen: J3-y'-3y'=—x'-33-x'+8

Nenner rational machen:

Ergebnis: g':

(Jﬁ—s)y=-{1+3J§yx48 |:(J§—3)
y:-“+&6)x4 8

(V3-3) ~ (V3-3)
~ (1+33)(V3+3) 8:(v3+3)

y'=- X'+
(

(V3-3)-(v3+3) V3-3)-(v3+3)

,_ _3+3+9+9V3 , 8V3+24
y 3-9 3-9

. 1043+12 , 8J3+24
y = 6 X'+ 5

y'= (§\/§+2)x'—%x/§—4

Berechnung der Bildgeraden mit einem CAS-Rechner CASIO ClassPad Il:

Erklarungen:

1. Zeile:

2. Zeile.

3. Zeile:

4. Zeile:

Ergebnis:

Hinter die Geradengleichung setzt
man den Bedingungsstrich | und
schreibt dahinter die angepassten

Spiegelungsgleichungen.

Das Ergebnis wird nach b umgestellt.

Simplify vereinfacht nur wenig.

Mit expand trennt man.

g: y'=

@J§+QxL§J§-4

£+ Edit Aktion Interaktiv

1| & |0 sime S| v [ 444 ¥

1. .4 1.1 1z 1

y= 3)(+3 |X—2a+2\.f§b and y—zﬁa 2b
—[3+@]

‘a b 2 2 4

2 3 73

o)

Solve (Ans, b)
{b= 3+¥3.a+a—8 }

—V3+3
Simplify (ans)
{b (3-@-a+a—8)°(\f§+3)}
- B
expand (ans)
{b-5"'f'a+2-a 43 4}

Friedrich Buckel
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2 Spiegelung an einer Nicht-Ursprungsgeraden

2.1 Erzeugung der Abbildungsgleichung durch eine Verkettung

Beispiel 6 Spiegelachse: y = %\/5 X+3

Abb. 1

Abbildung 1 stellt eine Spiegelung an der Geraden a: y = %\/5 -x +3 dar, ausgefihrt fur die Punkte

A(4]3)undB(-2|5). Die Gerade kann man wie folgt zeichnen: Ihre Steigung ist m = §\/§ =tana .

Also ist der Steigungswinkel 30°, und sie geht durch Q(013).

Abbildung 2 ersetzt diese Spiegelung durch folgende drei Abbildungen:

Zuerst fuhrt man die Abbildung f aus, die Q in den Ursprung verschiebt. Dadurch entsteht eine

neue Achse a*: vy :% 3 -x. Nach der Spiegelung g an a* macht man die anfangliche

Verschiebung wieder riickgangig:

Verschiebung A * Spiegelung * % Riickverschiebung '
A Qnach O A ana* A OnachQ A

Dazu die Rechnungen:

1. Abbildung: Verschiebung: P(x|y)—>P*(x*|y*) mit )"(*z)"(+(_§j

2. Abbildung: Spiegelung an a':

Der Neigungswinkel von a‘ ist 30°, denn tan 30° = %\/5

Drehmatrix: c0s(2a) sin(2a) :(005600 Si”600j: 3 3V3
13

sin(20) —cos(2a) sin 60° —cos60°

1 13
Abbildungsgleichung: X**= [ 2_ 2 ])”( *
N

1
2

3. Abbildung: Riickverschiebung: P**(x**|y**) > P'(x'|y") mit f('zf(**+(

o)

Friedrich Buckel
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Man setzt nun die Gleichungen ineinander ein:

o oxn (O 0 [ 1 1( [q 0], (o
i[9 SRRRIREE
XT 3 13 - -3 3
11
{ ﬁ] O R N R
W3 1 3 % W -3 =33
11 _3
)“(*:)“<+(_§j bzw.  x'=| 2 2\/15 7<+[ gﬁj
4 5\/5 -7 2
BEOBACHTUNG:

Die Spiegelung an der Ursprungsgeraden a*: vy =% 3 -x hat die Abbildungsgleichung
, ( 1 ﬁj
%' =
ECIE
Die Spiegelung an der Geraden a*: y = %\/g -x+3 hat die Abbildungsgleichung
wo| 333 5. (-3B3
W3 1

Erkenntnis: Geht die Spiegelachse nicht durch den Ursprung, dann enthalt die

N[

X

S
2

Abbildungsgleichung einen Verschiebungsvektor!

Damit erhalt man eine verkiirzte Herleitung der Abbildungsgleichung:

/Man stellt zuerst die Abbildungsmatrix fiir die Spiegelung an einer Ursprungsgeraden \

11
auf und addiert einen unbekannten Verschiebungsvektor, also: )”(':(1\2/§ 2 13]~>”(+\7.
2 =2
Dann bildet man einen Fixpunkt der Achse ab: Z.B. Q(0[3)=Q":
11 3 _3
O[5 1) = =[]
2 2 2
11 _3
Ergebnis: R':(ﬁ 2\/1§j->”<+( g‘/ﬂ
\ 5\/5 2 2 /
Anwendung:
1 1J3) (4 -3 2+33 _3 2
Bildpunkt von A(43): a'=| 2 2 [ ]+ gﬁ | TN, gﬁ =( J
13 -1 )8 ¢ 23-2) | % 23+3
A'(2|2«/§+3)
~ 113 (-2} (-3 -1+343 -3 3-1
Bildpunkt von B(-2|5): b'=| ? 2\/_ [ ]+ g\/§ = +2{ + g\/§ = B3
%\/5 _% 5 5 —\/5—5 5 2—\/§
B'(v3-1/2-3)
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Beispiel 7: Spiegelachse y=-1x-1
Ich zeige hier einen Ansatz ohne Matrix:

X'=x-U+y-V+W

Zur Bestimmung von U, Vv und w verwende ich

die Fixpunkte F,(0]-1) und F,(-2]0)
sowie das Punktepaar: A(1]1) > A'(-1]-3):
. 0 _ I .~ . (0
F1 einsetzen: 1 =0-u-1-v+w & V=W- 1
. -2 - L L
F, einsetzen: 0 =-2-u-0-v+w S U=5W-
. —1 _ S -1 . . .
A, A' einsetzen: =1-u+1-v+w o 3 =U+V+Ww (3)
. . . -1\ - (-1) -
(1) und (2) in (3) einsetzen: 3|=2W| g |*W-
D halt sy = 2 =2
araus erhalt man W=l 4] = W=y
Win (1): g O8[0)_[C
-1,6) -1 -0,
-0,4) (-1
w in (2): U= 0.4 = 0.6
-0,8 0 -0,8
3 _4 _4
Ergebnis: f('=x( 54]+y( §J+[ g] bzw
5 5 5

v '
Spiegelungs-
r’
Rich}ung

£ )

¥

Achse a

J

Friedrich Buckel
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2.2 Identifizierung einer Abbildung als Geradenspiegelung (2)

Beispiel 8:| Untersuche, welche Abbildung durch die Gleichung X'= (gg —0686);”(—224)

dargestellt wird.

Losung: Die Form der Matrix passt zur Geradenspiegelung: M= G’; —ba)
Alle Zahlen sind aus dem Intervall [—1 ; 1], also kdnnte gelten:
cos(2a)=0,6 und sin(20.)=0,8.

Die Kontrolle stimmt auch: a’+b?=0,36+0,64 =1

Bestimmung der Fixgeraden:

. e < - (06 08)\. (12
Bedingung: x'=X d. h. X = (0,8 —0,6jx+(—2,4j
L x)_, (06 (08 1,2
In Vektorschreibweise: (yj =X (0,8) +y (—O,6j + (_2,4)
_ _ x=0,6x+0,8y +12
Als Gleichungssystem: {y -0,8x— 0,6y — 2’4}
_ _ 0,4x-0,8y =12 |:0,4

Links ordnen: {—O,BX +16y=-24 |: (_0,8)}
X—-2y=3
X—-2y=3

Die beiden Gleichungen sind identisch. Also gibt es unendlich viele Fixpunkt, die
alle diese Gleichung l6sen.

Fixpunktgerade (Achse) ist: x—2y=3 bzw. y=Ix-

N|w

1
2

Ergebnis: Die gegebene Abbildung ist eine Geradenspiegelung.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 9 Untersuche, welche Abbildung durch X'= [\/\/: “\/—] (22775j

dargestellt wird. (Info: Die Zahl -2,775 ist gerundet, also eine Naherungszahl)

Losung: Die Form der Matrix passt zur Geradenspiegelung: M= (g _ba)

Alle Zahlen sind aus dem Intervall [—1 ; 1], also kdnnte gelten:
cos(2a) = +/0,1 und sin(20.) =+0,9.

Die Kontrolle stimmt auch: a’?+b%>=0,1+0,9=1

Bestimmung der Fixgerade:

. . v' - v 2
Bedingung: x'=Xx d. h. [ ‘,— /— ( 2, 775)
. . X v 2
In Vektorschreibweise: y (\/—J [ JJF( 2, 775)
Als Gleichungssystem: x=x01+y 0/—'9 +2

Links ordnen: {

(1-01)-yf09 =2 1-(-09) 0

/0,9 + y(1+4/0,1) = -2,775 ~(1— 0,1) (2)

(1-J87) 08+ 05 85 =-2.08

-x,0,9-(1- \/7)+y(1+F)( -0,1)=-2775- (1 Jo_,1)
- Jo1’ =1-01-=09

—x-(\/@—m)w-o,g =-2,/0,9 ~ 1897
—x-(40,9-40,09) +y-0,9 =-2,775(1-/0,1) 8;

~-1,892

Damit sind beide Gleichungen (nahezu) identisch.
Also stellt jede Gleichung die Fixpunktgerade (Achse) dar.

0,9.y= (\/0,9 —0,3)~y—‘l,897
_09-03 1897

0,9 0,9

d. h. y=0,721-x-2,108

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3 Gleitspiegelung und Schragspiegelung

Diese beiden Arten von affinen Abbildungen gehdren nicht zu dem, was man popular als
Geradenspiegelung bezeichnet.

Die bisher behandelte ,Geradenspiegelung® ist eine orthogonale Spiegelung, denn die
Spiegelungsrichtung ist orthogonale (senkrecht)( zur Achse.

Eine Schragspiegelung wird so definiert, dass die Abbildungsrichtung schrag zur Achse ist,

und dann aber der gleiche Abstand Ubertragen wird.

3 1 3 3 1 3
Beispiel 10: R’z(fe 53jf(+[ 524J = R'zx-[15sj+y-( 53J+( 524J
5 5 5 5 5 5

Die Fixpunktbedingung X'=X ergibt: {éitg;’ J_é‘zzxy} = {1—5‘%::%%;/ :2%?4 ((21;}

Da Gleichung (2) das (-8)-fache von (1) ist, ist (2) /T ;

Uberfliissig. Es bleibt also nur (1) als Bedingung flr \

Fixpunkte. Das heifdt: Alle Punkte, die die Gleichung :

Zx -1y =2 erfillen, sind Fixpunkte. Durch Umformen 4\ g,

kommt man auf y = 2x - 3. g

Das ist die Fixpunktgerade (Achse). j A P

Die Spiegelungsrichtung hat die Steigung -8. P ELY FEE R -

Die Abbildung zeigt die Schragspiegelung
Des Punktes A($|2) an der Achse a.

Achtung: Eine Schragspiegelung ist keine
Kongruenzabbildung.

Dagegen ist eine Gleitspiegelung eine Kongruenzabbildung.

Man kann sie zum Beispiel durch Verkettung einer Spiegelung mit einer Verschiebung erzielen,

oder durch eine Verkettung einer Drehung mit -

einer Spiegelung.

lhre Abbildungsgleichung hat die Form c

s (3 &) S
x'=( ! 2j-x+c
a, -a,

wobei die Determinante der Matrix

den Wert -1 ist und keine Fixpunkte

A B
vorhanden sind. .

Siehe Text 21213.
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4 Eigenvektoren bei Geradenspiegelungen (ausfiihrlich im Text 21201)

. . . -, (0,6 0.8\, (12
Auf Seite 23 wurde die Geradenspiegelung X' = (0,8 —0,6))( + (_2,4) untersucht.

Wichtig ist die Berechnung der sogenannten Eigenvektoren. Darunter versteht man die Vektoren,
deren Bild ein Vielfaches des Urbilds ist. Die Bedingung dazu lautet:

Daraus entsteht ein Gleichungssystem fir die Eigenwerte k, das Eigenwertsystem.

Ausfuhrlich: Mit Matrizenrechnung:

[0,6 0’8J(U1j=k(U1] A-u=k-E-u %
08 -0,6) (u, t A-U-k-E-U=0

0,6-u,+0,8-u, =k-u,
0,8-u,-0,6-u, =k-u,

(0,6 -k)-u, + 0,8-u, =0 ) (0,6—k 0,8 ij:(oj
0,8-u, +(-0,6 —k)-u, =0 08 -06-k)(u,) (0

k soll nun so bestimmt werden, dass das Gleichungssystem auch nicht-triviale Losungen hat.

(A-k-E)-GzB

Dazu muss die Determinante 0 werden. Dann entsteht die sogenannte charakteristische Gleichung:

det(A—k-E)=0
06-k 08 |_
d. h. 08 06k =0
(0,6 -K)(-0,6 —k)—0,64- =0
Charakteristische Gleichung: k?-0,36-0,64=0

k?=1 = ki, ==1

Die Matrix M hat also die Eigenwerte: k, =1 und k; = 0,5.

Man kann jetzt zu jedem Eigenwert die Eigenvektoren berechnen:

-0,4-u,+0,8-u, :0}

Zu kqy =1 lautet (1): { 08U —-12-U. =0
) 1= h 2 =

Eine Gleichung ist entbehrlich. Beide fihren auf u, =2u,:
Wahlt man uz =1, folgt u, =2 und wir haben den 1. Eigenvektor: U, =(

2 o =
1 mit u,'=u,

Zuk; = - 1 lautet (1): {1,6~u1+0,8'u2:0}

0,8-u;+0,4-u, =0

Eine Gleichung ist entbehrlich. Beide flhren auf u, =-2u,:

Wahlt man u; =1, folgt u, =-2 und wir haben den 2. Eigenvektor: u, = (_12) mit U,'=-u,.
Interpretation. Der Eigenvektor u, = (ﬂ mit dem Eigenwert 1 gehdrt zur Achse.

Der Eigenvektor u, = (—12j mit dem Eigenwert -1 gehort zur Abbildungsrichtung.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



21212 Achsenspiegelungen 27

Die Abbildung verdeutlicht das:
FF, =0, > 0,'=U, =FF, Punkte der Achse sind Fixpunkte.
FA=0, >U,' =i, =FA A wird nach A' gespiegelt.
(Achtung bitte, man sollte den Punkt A nicht mit der Matrix A verwechseln. Ich hatte andere
Buchstaben verwenden sollen ..... )

Das heildt: Jeder Vektor in Achsenrichtung ist ein Fixvektor, und jeder Vektor in Spiegelungs-
richtung wird umgekehrt.

\_ y
_/ Spiegelungs- ¥ | \

'Richtung \\ T

.

\
\ 21
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5 Doppelspiegelungen
Eine Doppelspiegelung soll eine Verkettung zweier Achsenspiegelungen sein.
1. Fall:  Die beiden Spiegelungsachsen sind identisch. [ i h
I
I
Die Doppelspiegelung ist dann die identische Abbildung: P 1' £
P“r : T P
ogoag =id: P——P'—>P ~. — = —
I
I
2. Fall: Die beiden Spiegelungsachsen sind parallel. - ‘ /
4 ! ! N
F |
X : 2(d+e)u 1D -
? - >
1 - (d+eju | -
P Fy du | eu
______ >t ]

P wird der Reihe nach an a und b gespiegelt. A und b sind parallele Geraden.
Die Spiegelungsrichtung ist also orthogonal zu a und b.

Der Vektor U sei der Einheitsvektor in Spiegelungsrichtung.

Wenn der abzubildende Punkt P von a den Abstand d hat, dann ist PF, =d-i
Flr das Spiegelbild P' ergibt sich damit der Ortsvektor x'=Xx+2d-u

Wenn dieser Punkt P* von b den Abstand e hat, dannist P'F, =e-U.

Flr das Spiegelbild P" ergibt sich damit der Ortsvektor x"=X'+2e-u

bzw. X"=X+2d-G+2e-Ui=2(d+e)-u

Das bedeutet aber, dass man P" aus P durch eine Verschiebung erhalt.
Der Verschiebungsvektor ist PP" =2(d+e)X .

Weil d+e =c¢ der Abstand der parallelen Achsen ist, kann man sagen:

Eine Doppelspiegelung an parallelen Achsen ist gleichwertig einer Verschiebung senkrecht

zu den Achsen um den doppelten Abstand der beiden Achsen.

Es gibt nun auch andere Lagen von P zu den Achsen. Ich zeige exemplarisch an einem

weiteren Fall, dass dieses Ergebnis allgemeingultig ist.

Friedrich Buckel
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Jetzt liegt O zwischen den Achsen. U sei der Einheitsvektor, der von P auf b zeigt.

Dann gilt: PF, =d-(-U) = —du wenn d der Abstand P-a ist.

Also kann man den Ortsvektor des Bildpunktes P' so berechnen: X'=Xx-2du
und es gilt: P'F, =e-i wenn e der Abstand P-b ist.

Also kann man den Ortsvektor des Bildpunktes P" so berechnen: X"=X"'+2el.

Setzte man diese Gleichungen zusammen, erhalt man
X"=X+2el-2di=x+2(e—d)i

Weil e -d =c der Abstand der parallelen Achsen ist, kann man sagen:

Diese Doppelspiegelung an parallelen Achsen entspricht einer Verschiebung

senkrecht zu den Achsen um den doppelten Abstand der beiden Achsen.
Interessant ist auch die Umkehrung:

Man kann eine Verschiebung durch eine Doppelspiegelung ersetzen. Die
beiden Achsen mussen orthogonal zur Verschiebungsrichtung sein, ihr
Abstand so groB wie die halbe Verschiebungsstrecke.

Die weitere Position der Achsen ist unwichtig

Die parallelen Achsen a und b haben / : d 3 \
dreimal denselben Abstand d, aber p y » P
eine andere Position. ' Sp, H—T
Fuhrt man die Spiegelungen Sp, und : P! SEh P
Spy nacheinander von P aus nach P" 4;;
aus, entspricht dies genau der I : > : >
o P Spa P! Spb p"

Verschiebung v =PP", die doppelt
so lang ist wie der Abstand d. _ d ._

— >

P Sp, P Spy, P"

& — &

P v

Y,
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Xl

Beispiel Essei o,:

. (—0,6 0,8

= 0.8 0,6) -X die Spiegelung an y = 2x (Seite 5 oder 9)

und  a,: X"= (_0086 gg) X'+ (_1?’24) die Spiegelung an y = 2x+3

Verkettung der beiden Spiegelungen = Doppelspiegelung = Verschiebung:
-»n [-0,6 0,8\ (-0,6 0,8\ - [-2,4
Oz 00 - X = : X+
0,8 0,6) \ 0,8 0,6 1,2

59)

Friedrich Buckel
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3. Fall: Die beiden Spiegelungsachsen schneiden einander.

Die Abbildung zeigt die Doppelspiegelung 4 \
von P an a und dann an b.

Von grolker Bedeutung ist dabei der Schnittpunkt Z P
der Achsen a und b.

So bilden P, P’ und Z ein gleichschenkliges Dreieck,

sodass links zu beiden Seiten der Achse zwei gleich

groRRe Winkel ¢, liegen. Analoges gilt fir P'P"Z.

Z 4
! n
Daher sind die Strecken ZP, ZP' und ZP" gleich \ / P J

lang und bilden den Radius eines Kreises, auf dem P, P'und P" liegen.

Ergebnis: P kann auch durch eine Drehung um Z auf P" abgebildet werden.

Der Drehwinkel ist ¢ = 2(¢, + ¢, ), und er ist doppelt so groR wie der Schnittwinkel von a und b.

Diese Doppelspiegelung an nicht parallelen Achsen entspricht einer Drehung

m den Achsenschnittpunkt um den doppelten Winkel der beiden Achsen.
Interessant ist auch die Umkehrung:

Man kann eine Drehung durch eine Doppelspiegelung ersetzen. Die beiden
Achsen miussen durch das Drehzentrum gehen, ihr Schnittwinkel ist halb so

groB wie der Drehwinkel. Die weitere Position der Achsen ist unwichtig

Beispiel:
Hier liegt fiir den Punkt P(-2]3,5) dieselbe Drehung nach P"vor wie in der oberen Grafik.

Und diese Drehung wird durch eine andere Doppelspiegelung an a bzw. b ersetzt.

Die Achse aist y = x. P wird an a nach P'gespiegelt. /

Es ist «ZPP' =20, .
Dann wird P'an der Achse b: y = —%x nach P" P
gespiegelt. Esist «<ZP'P" =2¢,.

Und der Drehwinkel «<ZPP" =2¢, —2¢, = 2(¢; - ;)

ist doppelt so groe wie der Winkel (¢, —¢,) zwischen

den Achsen a und b. \
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(1)

()

©)

(4)

(®)

(6)

Aufgaben

Die Verschiebung durch den Vektor v = [2

j soll durch eine Doppelspiegelung ersetzt werden.

V; =8y, ° Sy, wobei h durch den Punkt A(-3] —1) gehen soll.

Konstruiere die Geraden g und h. Welche Gleichungen haben sie’?

Die Verschiebung durch den Vektor v = [ 4

j soll durch eine Doppelspiegelung ersetzt werden.

V; =S, S, , wobei h durch den Punkt A(-2|-3) gehen soll.

Konstruiere die Geraden g und h.

Die Drehung um Z(-1|-2) um 230° soll durch eine Doppelspiegelung S, oS, ersetzt werden.
Die Achse g soll durch A(—2 | 3) gehen. Konstruiere die Geraden g und h.

Bilde P(3|—4) zur Kontrolle auf beide Arten ab.

Die Drehung um Z(1 | 3) um 190° soll durch eine Doppelspiegelung S, -S4 ersetzt werden.
Die Achse g soll durch A(5 | —2) gehen. Konstruiere die Geraden g und h.

Bilde P(36) zur Kontrolle auf beide Arten ab.

Ersetze die Abbildung V; oD, ,.. so durch Geradenspiegelungen, dass am Ende eine

M,25

Drehung Ubrig bleibt. Dabei sei v :(3) und M(-1[1).

2

Konstruiere das Bild des Punktes P(-33).

Ersetze die Abbildung D oDy 000 SO durch Geradenspiegelungen, dass am Ende eine

A,280° B,20
Drehung Ubrig bleibt. Dabei sei A(2|4) und B(-1|-11).

Konstruiere das Bild des Punktes P(43).
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Losungen

(1)  Die beiden Ersatzgeraden sind orthogonal zum Verschiebungsvektor, und ihr Abstand

muss halb so grof} sein wie der Betrag des Vektors v = (_23j
m; =—3 /

h geht durch A(-3|-1):

y+1=2(x+3) = y=2x+1

Da g vor h als Achse verwendet wird,
erreicht man einen Punkt von g,

indem man rechnet:

06 -08-3-v=(5)-( {s)

B(-40,5)

g geht durch B:

y-05=2(x+4) = y=2x+%

/

(2) Die beiden Ersatzgeraden sind orthogonal zum Verschiebungsvektor, und ihr Abstand

muss halb so gro3 sein wie der Betrag des Vektors v = (_3).

4
A
m, = _% / ” \
m, =3 41
h geht durch A(-2|-3): 3+
y+3=3(x+2) = y=32x-3 ;,' 5]
Da g vor h als Achse verwendet wird,
erreicht man einen Punkt von g, 1t

indem man rechnet: /

= . (-2 -15
- _1.y= — ’
B =0A 5V (_3j ( 5

g geht durch B:

y+5=3(x+3) = y=32x+%

/
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Losungen

(3) | Die Drehung um Z(-1|-2) um 230° soll durch eine Doppelspiegelung S, oS, ersetzt werden.
Die Achse g soll durch A(—2 | 3) gehen. Konstruiere die Geraden g und h.

Bilde P(3|—4) zur Kontrolle auf beide Arten ab.

\ /

Bei der Doppelspiegelung S, »S wird zuerst an g gespiegelt (P — P *), dann an h (P* - P").

Das ersetzt die Drehung um Z um den Winkel ¢ = 230°
Zur Konstruktion der Spiegelachsen:

Zuerst zeichnet man g =(AZ), dann h durch Z, so dass o = <«(g,h) =19 =115 ist.
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Losungen

(4) | Die Drehungum Z(1]|3) um 190° soll durch eine Doppelspiegelung S, oS, ersetzt werden.
Die Achse g soll durch A(5 | —2) gehen. Konstruiere die Geraden g und h.

Bilde P(36) zur Kontrolle auf beide Arten ab.

Bei der Doppelspiegelung S, »S wird zuerst an g gespiegelt (P — P *), dann an h (P* - P").

Das ersetzt die Drehung um Z um den Winkel ¢ = 190°
Zur Konstruktion der Spiegelachsen:

Zuerst zeichnet man g =(AZ), dann h durch Z, so dass o = <(g,h) =19 =95° ist.
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Losungen

(5) | Ersetze die Abbildung V, °DM,250° so durch Geradenspiegelungen, dass am Ende eine

Drehung Ubrig bleibt. Dabeisei v = @) und M(-1]1).

Konstruiere das Bild des Punktes P(—3 [ 3).

Wissen:

werden, die orthogonal zur Verschiebungsrichtung sind. Eine Drehung kann durch die

Spiegelung an zwei Geraden ersetzt werde, die sich im Drehzentrum schneiden.

Eine Verschiebung kann durch die Spiegelung an zwei parallelen Geraden ersetzt

Da man jeweils eine der Spiegelungsachsen frei wahlen kann, besteht die Losungsidee

darin, dass man fiir Verschiebung und Drehung eine gemeinsame Spiegelung verwendet.

V=845, und D=S§,-S;. Dann folgt fur die Gesamtabbildung G:

G=V, oD o(Sy°Sy)oS =S

id
i

M,2500 — g g °Sk-

(SgoSh)e(SheSc)=S

Fihrt man zweimal dieselbe Spiegelung nacheinander aus, dann erhalt man die
nichts verandernde identische Abbildung. Dadurch bleibt am Ende eine Doppel-
spiegelung an g und k tbrig. Weil sich g und k schneiden, ist die resultierende

Abbildung G eine Drehung um den Schnittpunkt Q von g und k.

Man zeichnet h senkrecht zu
v durch M und g parallel dazu

im Abstand von 1V .

Dann folgt k durch M im Winkel
a=1e=125°.
k und g schneiden einander

in Z(-1741-112).

der rote Kreisbogen zeigt

die Drehung von P um Z

um den Winkel ¢ = 250°

bis P*.

Die gestrichelten Linien zeigen
wie man P durch die
Doppelspiegelung an g und k
auch auf P* abbilden kann.
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Losungen

(6) | Ersetze die Abbildung D

azs00 ©Dgagge SO durch Geradenspiegelungen, dass am Ende eine

Drehung Ubrig bleibt. Dabeisei A(2|4) und B(-1|-1).

Konstruiere das Bild des Punktes P(4 | 3) .

Wissen:

Man beginnt mit den Drehzentren
A und B. Durch sie legt man /
die Gerade h, die zu beiden
Drehungen gehdérende Spiegelungs-

gerade.

Die Drehung um A betragt 280°.
Also muss der Winkel zwischen
den Ersatzgeraden g und h

a =140° betragenb,

Die Drehung um B wird durch
die Doppelspiegelung an h und k
ersetzt. Der Winkel zwischen

hund kist B =1-200° =100°.

Der Schnittpunkt C ~ (3,05 -2,55)

ist das Zentrum der resultierenden

Drehung. Der Drehwinkel ist

Der Bildpunkt P'~ (2,24 | -4,5)

Eine Drehung kann durch die Spiegelung an zwei Geraden ersetzt werde, die sich im
Drehzentrum schneiden. Da man jeweils eine der Spiegelungsachsen frei wahlen kann,
besteht die Losungsidee darin, dass man fir die beiden Drehungen eine gemeinsame

Spiegelung verwendet.
Dp=S4°S, und Dg =S, °S,. Dann folgt fir die Gesamtabbildung G:

G =D, oDg =(Sg°S,) (S, °Sk) =Sy °(Sh oSy ) oS =S © S,

id
Fahrt man zweimal dieselbe Spiegelung nacheinander aus, dann erhalt man die
nichts verandernde identische Abbildung. Dadurch bleibt am Ende eine Doppel-
spiegelung an g und k Gbrig. Weil sich g und k schneiden, ist die resultierende

Abbildung G eine Drehung um den Schnittpunkt Q von g und k.

entsteht entweder durch die Drehung um C oder durch die Doppelspiegelung an g und k.

Diese ist nicht eingezeichnet.)
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6 Dreifachspiegelungen

Durch die Tatsache, dass man eine Verschiebung oder eine Drehung durch eine Doppelspiegelung

ersetzen kann, ergeben sich interessante Moglichkeiten, die ich kurz aufzeigen méchte.

6.1 Verkettung einer Verschiebung und einer Spiegelung in gleicher Richtung

. . )

Pl
| 1 . V=2 o sé;a g
P g ik .
Sp, i Sp, g
.5 e i
-.-— B
b C :
P' SD Pn
& : = S=a ’ p*
P Spy e P
d a

N J

Hier wird P nach P" abgebildet und zwar auf drei verschiedene Weisen:

ila- Versch. ' Spiegelung pn
1. Zeile: P Vektorv Achse a P

A Spiegelung * Spiegelung ' Spiegelung "
2. Zeile: P Achse b Achse ¢ Achse a P

Ersatz fur Verschiebung
Die Verschiebung wird durch eine Doppelspiegelung ersetzt.
Die Achsen missen orthogonal zu v sein, ihr Abstand muss halb so lang sein
wie der Verschiebungspfeil, die genaue Position ist dann beliebig.

A Spiegelung * Spiegelung ' Spiegelung "
3. Zeile: P Achse d Achse a Achse a P

Ersatz fur Verschiebung

Auch hier wurde die Verschiebung durch eine Doppelspiegelung ersetzt.

Aber die zweite Achse ist identisch mit der Achse der 1. Zeile.

Dadurch fallt P * mit P"zusammen. Es wird dann zweimal an a gespiegelt,

was sich ja bekanntlich aufhebt.
Also wird in der 3. Zeile P nur durch eine einzige Achsenspiegelung auf P" abgebildet.

ERGEBNIS: Wird eine Verschiebung mit einer Achsenspiegelung in gleicher
Richtung verkettet, dann kann die resultierende Abbildung

durch eine einzige Achsenspiegelung ersetzt werden.
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6.2 Verkettung einer Drehung und einer Spiegelung, wenn das Drehzentrum

auf der Spiegelachse liegt.

Die Drehung von P um Z um 126,87O nach P" / b \

und anschlielende Spiegelung an der Achse c. _ il : p'

kann auch als Dreifachspiegelung ausgefuihrt
werden. Dazu bendétigt man als Ersatz fur die
Drehung eine Doppelspiegelung an zwei Achsen,
die durch das Drehzentrum gehen und einen

Winkel von 1o =64,43° einschlieRen.
IItlII‘UII;IIIIICII(II(IIZ‘ =

Dann ergibt sich diese Ersatzabbildung:

P Spiegelung =¥ Spiegelung p" Spiegelung pP*
ana anb anc

Drehungum Z.

/
-

Wenn man die beiden Achsen a und b so
wahlt, dass b mit der Achse ¢ zusammenfallt,

ergibt sich folgende Situation:

identisch;a Abbildung

[ !
P Spiegelung = Spiegelung p" Spiegelung p*
ana anb=c anc

Drehungum Z.

Da die zweite und die dritte Spiegelung an der
gleichen Achse ausgefiihrt werden, haben sie sich
auf, so dass die resultierende Abbildung ein

einzige Achsenspiegelung ist.

ERGEBNIS: Wird eine Drehung mit einer Spiegelung an einer Achse durch

das Drehzentrum verketten, dann kann die resultierende

Abbildung durch eine einzige Achsenspiegelung ersetzt werden.
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6.3 Verkettung einer Verschiebung und einer Spiegelung in verschiedenen

Richtungen.
4 i i )
1. Fall: ajb, bnc={z} > : R SN
1 " ,
P s?a P th Pm
Diese Dreifachspiegelung I3sst sich auf zwei Arten EI-J I;) d p*
anders darstellen: : : ,/'
I I /
(@) Weil aund b parallel sind, kann man die : : ,’
Doppelspiegelung an a und b durch eine Verschiebur : ! ;
. = I
ersetzen: v=PP". I /)
\_ I 2 J

Und die Verkettung einer Verschiebung mit einer Spiegelung an c ist eine Gleitspiegelung.

(b)  Weil sich b und ¢ schneiden, kann man die Doppelspiegelung an b und c durch eine Drehung
um den Schnittpunkt Z ersetzen. Der Drehwinkel ¢ ist doppelt so gro® wie der Schnittwinkel b / c.

Die Verkettung einer Spiegelung mit einer Drehung ist natirlich auch eine Gleitspiegelung,

denn in beiden Fallen ist der Hintergrund ja dieselbe Dreifachspiegelung.

- 5N\ ( : B TEER
Q ] . ! A . .
P v P p St L '
V ol i [T
| | T / p* I : T - p*
a b C a (
I [ I —at
/ | 92
/11 \ AT
/ !
Az o : XZ 0
/ I 5
o / AN I )
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2. Fall: Keine zwei der drei Achsen sind parallel und es gehen nicht alle drei
durch einen gemeinsamen Punkt.

Auch in diesem Falle liegt eine Gleitspiegelung vor.

Die erste Abbildung zeigt die Dreifachspiegelung. f

b‘\/

Auerdem wurde die Doppelspiegelung an a und b

durch eine Drehung um deren Schnittpunkt S

ersetzt. Der Drehwinkel ¢ ist doppelt so grof3

)
[%3)
—_————T

wie der Schnittwinkel von a und b.

Nun sollte bekannt sein, dass man umgekehrt jede Drehung :
durch eine Doppelspiegelung ersetzen kann. Dabei missen S 4 ;
die beiden Achsen durch das Drehzentrum gehen und den |
halben Drehwinkel einschlief3en. Die weitere Lage ist egal. - :

I

I =
Also kann man die zweite Achse b als Parallele zu ¢ <

wahlen und passend a dazu nehmen.

Das wird in der unteren Abbildung gezeigt:

Die Drehung P—2—P" ist identisch mit der oberen

Abbildung, die beiden neuen Ersatz-Achsen a und b fir die

Doppelspiegelung sind eingezeichnet, und zwar so dass \

die Achse b parallel zur dritten Spiegelungsachse c ist.

Damit verlauft die Dreifachspiegelung nun so:

P Spiegelung =X Spiegelung p" Spiegelung p*
ana anb anc

Verschiebung, dab || c ist

Und so wurde aus diese Art Dreifachspiegelung eine
Gleitspiegelung.

Zusammenfassung liber Dreifachspiegelungen

Sind die drei Spiegelungsachsen parallel (6.1), r
A *
oder gehen sie durch einen Punkt (6.2), \ PJ

dann ist die Dreifachspiegelung ersetzbar durch eine einzige Spiegelung.

In jedem anderen Falle ist die Dreifachspiegelung eine Gleitspiegelung.
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6.4 Aufgaben zu Mehrfachspiegelungen

(1) ( Gegeben sind die Punkte A(3]0),B(1]4),C(-3]2),D(0]-1).
Dazu die Geraden k = (AB), g ist parallel zu h und geht durch C, h ist auch parallel zu h und geht durch D.
Durch welche Abbildung kann man S, oS, oS ersetzen?

Stelle diese Situation graphisch dar und bilde P(-5 1) ab.

Fir P gilt diese Abbildungsfolge:

P(-5]|1)—2—>P'(-1|3)—%P"(-1|3)—%P"(3]5)

Eine Doppelspiegelung an parallelen Geraden hat die Wirkung eines Verschiebung um den
doppelten Abstand der beiden Geraden.

Alsoistz.B. S, oS, eine Verschiebung durch den Vektor v = CB.

Angewandt auf P bedeutet das: P(-5|1)—2—P'(-1|3)—2—P"(-1|3)—=-P"(3|5)

Verschiebung mit v

Nun kann man abert umgekehrt eine Verschiebung durch eine Doppelspiegelung ersetzen und kann
dazu die beiden parallelen Geraden als Paar beliebig platzieren. Sie mussen nur ihren Abstand und
die Richtung Ubernehmen.

Sinnvoll wére es hier, diese Verschiebung durch die Doppelspiegelung S, oS, darzustellen.

Dann geht die Gesamtabbildung von S, o (Sh ° Sg) Uberin S, oV, unddannin

S, °(Sk°Sy)=(Sc2S¢)°S, =S,.
id

Oder eine andere Mdglichkeit.

Ergebnis:  Diese Dreifachspiegelung hat dieselbe Wirkung wie eine einfache Achsenspiegelung.
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(2)  Gegeben sind die Punkte A(3]0),B(1]4),C(-3]2),D(0]-1).
Dazu die Geraden h = (AB), g ist parallel zu h und geht durch C, k ist auch parallel zu h und
geht durch D.
Durch welche Abbildung kann man S, oS, S, ersetzen? (Variante zu Aufgabe (1)).

Stelle diese Situation graphisch dar und bilde P(-5]1) ab.

Far P gilt diese Abbildungsfolge:

P(=5[1)—25P"(3]5)— % 5P"(~1]3)—2P"(-5 1) =P
Eine Doppelspiegelung an parallelen Geraden hat die Wirkung eines Verschiebung um den
doppelten Abstand der beiden Geraden.

Alsoistz.B. S, oS, eine Verschiebung durch den Vektor a= RS.

Angewandt auf P bedeutet das: P (~5 | 1)—»P’(3]5)— % P"(~1|3)—9 5P (-5 |1) =P

vV,

a

Damit wird unsere Dreifachspiegelung S; oS, oS, zu S o V;. Die Verschiebung kann man wieder durch

eine andere Doppelspiegelung an parallelen Geraden ersetzen, etwa durch V; =S, oS, , wobei m eine

geeignete Parallele zu g ist. Dann wird Sy oS, oS, zu S;o(S;°S,)=(S;°Sy)°S,, =S,
\—{_—J

Auch hier ist die Dreifachspiegelung ersetzbar durch eine einzige Spiegelung.
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(3)  Gegeben sind die Punkte A(2]-2),B(4]3),C(1]5),M(2]2).
Dazu die Geraden g = (AM), h = (BM) und k = (CM).
Durch welche Abbildung kann man S, oS, oS ersetzen?

Stelle diese Situation graphisch dar und bilde P(-5]1) ab.

@R h
/\P'

falsch!!!

Die Abbildung zeigt folgendes: Spiegelt man P an g, erhalt man P'.

Die anschlieRende Spiegelung an h fiihrt zu P", die nachste Spiegelung an k ergibt P™ .

Die Abstande der Punkte P bis P" von M sind alle gleich gro3. Dies wird ersichtlich, wenn man
beachtet, dass bei jeder Spiegelung das Dreieck PMF; rechtwinklig ist und kongruent zum
gespiegelten Dreieck ist.

Also liegen P und die drei Bildpunkte auf einem Kreis um M.

Man kann die Doppelspiegelung S S als Drehung um M verstehen, und zwar um den Drehwinkel
¢ =20= 126,87° , wobei o = <r(g,h) =63,4° ist. Diese Drehung kann man ihrerseits durch eine
andere Doppelspiegelung ersetzen, etwa durch D, =S, -S,,. Dann folgt fiir die Dreifachspiegelung:

G=8,°(S,Sy) =S, (S, °Sp) =(Sc °S)° S, =S,
D D, id
Das heifdt sie ist im Grund nur eine einfache Achsenspiegelung an einer Achse m. Diese findet man

so: Bei S, oS dreht man von hum o gegen den Uhrzeigersinn nach g. Analog dreht man

bei S, S, vonkum a geben den Uhrzeigersinn nach m.
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(4)  Man spiegle den Punkt A(5|-1) zuerstana;: y=-1x-1,dannana; y=72x-1.
Berechne die Koordinaten des Bildpunktes. Zeige, dass man die Verkettung o, c o, :

dieser beiden Achsenspiegelungen durch eine Drehung ersetzen kann.

Losung:

. . 1y . . . -, (06 -0,8). -0,8
Die Spiegelung o, an y =-35x-1 hat diese Abbildungsgleichung X _(—0,8 0.6 X+ 16

. . : . . - 0,6 08\, (08
= i — ' — I ’ ’
Die Spiegelung o, an y=3x-1 hat diese Abbildungsgleichung X [0,8 —0,6)X+(—1,6j

Die Verkettung der beiden Spiegelungen (Doppelspiegelung) ergibt eine Drehung:
. -, (0,6 0,8 0,6 -0,8) - (-0,96 -0,28 -0,96\ - (-0,96
Oz 004 . X" = : X+ = ‘X +
0,8 -0,6) \-0,8 -0,6 -0.72 0,96 -0,28 -0.72

0,36-0,64 -0,48-0,48
0,48+0,48 -0,64+0,36

Die Matrix gehort zu einer Drehung um ¢ = 106,26 um den Fixpunkt S(O | —1).

Der Drehwinkel ist der doppelte Schnittwinkel der beiden Achsen.

Doppelspiegelu@
= Drehung

Achse a,

|7

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



21212 Achsenspiegelungen 46

7 Spiegelungsgleichung mit homogenen Koordinaten.
(1)  Gibt man einem Punkt P(x|y) die dritte Koordinate z = 1 und schreibt P*[x|y|1], dann

nennt man diese homogene Koordinaten. (Siehe Text 21201 Seite 33).

ab abo0)(x
Die Abbildungsgleichung i'z( ))”( muss dann lauten X*'={c d 0 |-y |.
cd
001){1
Wenn ein Verschiebungsvektor v dabei steht, also x' :(a b)§<+(v1j,

ab v (x
dann verwendet man fir homogene Koordinaten: >”<*'=[c d VZJ-[y].

An dieser Stelle erkennt man den Vorteil diese Mallnahme: Jetzt enthalt die
Abbildungsgleichung keinen addierten Verschiebungsvektor mehr. Das vereinfacht manche

Rechnung, zum Beispiel bei der Verkettung von Abbildungen.

_— . ) -, (0,6 08\, (12
(2) Zahlenbeispiel von Seite 22: X _(0,8 —0,6)“(—2,4)

Dies ist die Gleichung fir die Spiegelung an der Geraden y = %x —%.
Ich spiegle nun den Punkt A(2]-3):
-, (0,6 0.8} 2 12 ) (12-24 1,2 ) (0 .
a= (0,8 —O,6j(—3j+(—2,4) - (1,6+1,8)+[—2,4j B (1) = A1)
Das ganze transformiere ich nun in homogene Koordinaten:
0,6 0,8 12 X
Die Abbildungsgleichung lautet dann: x'=(0,8 -0,6 2,4 |-|y
0 O 1 1
Abbildung von A(2]-3) bzw. A*[2]|-3|1]

06 08 12)(2) (12-24+12) (0
a*'=|08 0,6 24| -3|=|16+18-24|=|1|2A'(0[1)

0O O 1 1 0+0+1 1
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(c) Was passiert, wenn man zweimal nacheinander spiegelt? Jeder weil}, dass man dann wieder
im Anfangszustand ist, d. h. die Verkettung einer Geradenspiegelung mit sich ergibt die
identische Abbildung (ich berechne nur die erste Spalte ...)

Zuerst die Verkettung mit homogenen Koordinaten

0,6 08 12
*'=10,8 -0,6 -2,4 |-x*
0 0 1

0,6 08 12 \L

* 1

1. Spiegelung: X
X

2. Spiegelung: x*"=108 -0,6 -2,4 |
0 0 1

Verkettung: x*"=10,8 -0,6 -2,4(-/0,8 -0,6 2,4
0 O 1 0 O 1

0,6 0,8 12 (0,6 0,8 1,2}
. XK

0,6 0,8 12 0,6 0,8 12 0,36+0,64 0 0
Nebenrechnung: 0,8 -06 -24/-10,8 -0,6 -24|=/0,48-0,48 10 |=

1
0
0 O 1 (N 1 0 01 0

00
10
01

Ich zeige auf der ndchsten Seite, wie kompliziert die Rechnung ist, wenn man die Gleichung mit

v Ll

Ergebnis: X*"=x*

dem Verschiebungsvektor verwendet.

Dann die Verkettung mit kartesischen Koordinaten

1. Spiegelung: X'= 06 08 X + 12
' ' \L 0,8 -0,6 -2,4
2. Spiegelung: X" = 0.6 0.8 X'+ 12
' ’ 0,8 -0,6 2.4
Verkettung: X" = 06 08)) (06 08 X + 12 + 12
’ 0,8 -0,6 0,8 -0,6 2.4 -2,4
2 = 0,6 08)(06 0,8 % 0,6 0,8 (12 N 1,2
~10,8 -0,6) \0,8 —-0,6 0,8 -0,6) \-2,4 -2,4
0,36+0,64 0,48-0,48 [0,72—1,92j
0,48-0,48 0,64+0,36 0,96+1,44
0
s
Ergebnis: )”(:((1) (1)])"( d.h. x"=Xx
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